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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ áèïîëÿðíûå òèïû êîìïîçèöèè ïàðû ýíäîìîð�èç-

ìîâ ãðóïïîèäà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àëüòåðíèðóþùåé ïàðû ýíäîìîð�èç-

ìîâ ãðóïïîèäà. Äëÿ òàêèõ ïàð óñòàíîâëåíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

áèïîëÿðíîãî òèïà êîìïîçèöèè ñ ïîìîùüþ áèïîëÿðíûõ òèïîâ ýíäîìîð-

�èçìîâ âõîäÿùèõ â êîìïîçèöèþ. Ââîäÿòñÿ àëüòåðíèðóþùèå è ñïåöè-

àëüíûå àëüòåðíèðóþùèå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà. Ëþ-

áûå äâà ýíäîìîð�èçìà èç àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èç-

ìîâ îáðàçóþò àëüòåðíèðóþùóþ ïàðó. Ïîêàçàíî, ÷òî áàçîâîå ìíîæå-

ñòâî ýíäîìîð�èçìîâ ïåðâîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðó-

þùåé ïîëóãðóïïîé ñ åäèíèöåé (ò.å. ìîíîèäîì) äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà

G. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âñÿêàÿ ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóïïà

ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G áóäåò èçîìîð�íà íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé

àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïå ãðóïïîèäà G′
, åñëè G′

è G � èçîìîð�íûå

ãðóïïîèäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ýíäîìîð�èçì ãðóïïîèäà, ãðóïïîèä, áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èç-

ìîâ, ìîíîòèïíûå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ, ìóëüòèòèïíûå ïîëó-

ãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ, àëüòåðíèðóþùèå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ,

ñïåöèàëüíûå àëüòåðíèðóþùèå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ, áèïîëÿð-

íûé òèï êîìîçèöèè .
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Abstrat

The bipolar types of omposition of a pair of endomorphisms of a groupoid

are studied in this work. The notion of an alternating pair of endomorphisms

of a groupoid is introdued. For suh pairs, a formula is established for

alulating the bipolar type of a omposition using the bipolar types

of endomorphisms inluded in the omposition. Alternating and speial

alternating semigroups of endomorphisms of a groupoid are introdued. Any

two endomorphisms from an alternating endomorphism semigroup form an

alternating pair. It is shown that the basi set of endomorphisms of the �rst

type is a speial alternating semigroup with identity (that is, a monoid). We

study the onnetion between speial alternating endomorphism semigroups

of two isomorphi groupoids G and G′
. It is established that every speial

alternating semigroup of endomorphisms of the groupoid G is isomorphi

to some speial alternating semigroup of the groupoid G′
.

Keywords

groupoid endomorphism, groupoid, base set of endomorphisms, monotypi

endomorphism semigroups, multitype semigroups of endomorphisms,

alternating groupoid endomorphism semigroups, speial alternating

endomorphism semigroups, bipolar type of omposition.

Funding

The work was arried out with the support of the Krasnoyarsk Mathematial

Center, funded by the Ministry of Eduation and Siene of the Russian

Federation (Ñîãëàøåíèå 075-02-2023-936)

For itation

Litavrin A. V. On alternating semigroups of endomorphisms of a groupoid

// Mat. Trudy, 2024, V. 27, no. 1, pp. 73-95. DOI 10.25205/1560-750X-

2024-27-1-73-95

� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà è ÿâëÿåòñÿ ïðî-

äîëæåíèåì ðàáîòû [1℄, êîòîðàÿ áûëà èíäóöèðîâàíà èíòåðåñîì ê èçó÷åíèþ

ñëåäóþùåé îáùåé ïðîáëåìå
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Ïðîáëåìà 1. Äëÿ íåêîòîðîãî ãðóïïîèäà G ïðèâåñòè ïîýëåìåíòíîå

îïèñàíèå ìîíîèäà âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ.

Ïîä ïîýëåìåíòíûì îïèñàíèåì ïîíèìàåòñÿ îïèñàíèå ýíäîìîð�èçìîâ

êàê ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà G. Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ìíîãî ïðèìå-

ðîâ èññëåäîâàíèé àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìû äëÿ ãðóïïû âñåõ àâòîìîð�èç-

ìîâ. Òàê â ðàáîòàõ [2℄, [3℄ ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ãðóïïû âñåõ

àâòîìîð�èçìîâ äëÿ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ãðóïï Øåâàëëå.

Ïðîáëåìà 1 äëÿ ìàòðè÷íûõ ïîëóãðóïï îáðàòèìûõ ìàòðèö ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ýëåìåíòàìè íàä óïîðÿäî÷åíûìè èëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíûìè

êîëüöàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [4℄, [5℄, [6℄ è [7℄.

Â íå êîíòåêñòà ïðîáëåìû 1 èçó÷àþòñÿ ýíäîìîð�èçìû ðàçëè÷íûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü êîëüöà ýíäîìîð-

�èçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï. Îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèì îáøèðíûì íàïðàâëåíèåì

èññëåäîâàíèé ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðàáîòû [8℄.

Èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà íàõîæäåíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ýí-

äîìîð�èçìîâ (êàê ïðåîáðàçîâàíèé) è ïîëóãðóïï ýíäîìîð�èçìîâ (â ÷àñò-

íîñòè, ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ), ìîæíî ñ÷èòàòü áëèçêèìè ê èññëåäîâàíèþ

ïðîáëåìû 1. �åçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé äëÿ êîíêðåòíûõ ãðóïïîèäîâ

(èëè êëàññîâ ãðóïïîèäîâ) ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðåøåíèå ïðîáëåìû 1

èëè ïðåäñòàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ

ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ ïîëóãðóïï èçó÷àëèñü â [9℄. Äëÿ ëèíåé-

íûõ è àëèíåéíûõ êâàçèãðóïï ýíäîìîð�èçìû èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå [10℄,

ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ êîíå÷íîîïðåäåëåííûõ êâàçèãðóïï èññëåäîâàëèñü

â [11℄. Ýíäîìîð�èçìû ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû èññëåäî-

âàëèñü â ðàáîòå [12℄.

Èçó÷àëèñü àâòîìîð�èçìû ãðóïïîèäîâ, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå îò-

íîñÿòñÿ ê êâàçèãðóïïàì è ïîëóãðóïïàì. Ïðèìåðû òàêèõ èññëåäîâàíèé

ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [13℄, [14℄, [15℄ è äð.

Ïðîáëåìà 1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ äðóãîé îáùåé ïðîáëåìîé

Ïðîáëåìà 2. Äëÿ íåêîòîðîãî ãðóïïîèäà G ïðèâåñòè ïîýëåìåíòíîå

îïèñàíèå âñåõ ïîäãðóïïîèäîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ýíäîìîð�èçìà φ ãðóïïîèäà G îáðàç φ(G)
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîèäîì â ãðóïïîèäå G. Ïîýòîìó ðåøåíèå ïðîáëåìû 1

äëÿ ãðóïïîèäà G äàåò íàáîð (â îáùåì ñëó÷àå, íå âñåõ) ïîäãðóïïîèäîâ

ãðóïïîèäà G.
Â êîíòåêñòå ïðîáëåìû 2 îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå

ïðîáëåìû 1 äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ãðóïïîèäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãî-

ñëîéíûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè. Â ðàáîòàõ [16℄ è [17℄ êàæäîé íåéðîííîé

ñåòè N ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîììóòàòèâíûé (íî â îáùåì ñëó÷àå íå àñ-

ñîöèàòèâíûé) ãðóïïîèä AGS(N ) ýëåìåíòû êîòîðîãî ñâÿçàíû ñ ïîäñåòÿìè
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íåéðîííîé ñåòè N . Äàííûå ðàáîòû íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå ñòðóêòóðû

(âíóòðåííåãî óñòðîéñòâà) ìíîãîñëîéíîé íåéðîííîé ñåòè àëãåáðàè÷åñêèìè

ìåòîäàìè. Îñòàåòñÿ îòêðûòà ïðîáëåìà 1 äëÿ ãðóïïîèäà AGS(N ), êîãäà
÷èñëî ñëîåâ N áîëüøå 2 (ñì. çàäà÷à 2 èç [16℄).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïïî-

èäîâ. Ýòî ïîä÷åðêèâàåò àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ

ìîíîèäà âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà.

Â ðàáîòå [1℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîíîèä âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ ïðîèç-

âîëüíîãî ãðóïïîèäà ðàñêëàäûâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ìíîæåñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå áàçîâûõ

ìíîæåñòâ ýíäîìîð�èçìîâ (ñì. îïðåäåëåíèå 3 èç [1℄) ãðóïïîèäà. Êàæäîå

áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èçìîâ D(γ) ãðóïïîèäà G îïðåäåëÿåòñÿ íåêî-

òîðûì ïîäõîäÿùèì îòîáðàæåíèåì γ : G → {1, 2}, äàííîå îòîáðàæåíèå â
ðàáîòå [1℄ ïîëó÷àåò íàçâàíèå áèïîëÿðíûé òèï ýíäîìîð�èçìîâ èëè ïðîñòî

òèï ýíäîìîð�èçìîâ (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1 èç [1℄).

Ïîñêîëüêó áàçîâûå ìíîæåñòâà ýíäîìîð�èçìîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ èìå-

þò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå (ñì. òåîðåìà 1 èç [1℄), òî êàæäîìó ýíäîìîð�èçìó

α ∈ D(γ) ìîæíî ïðèñâîèòü ñâîé òèï γ (ñì. îïðåäåëåíèÿ 5 èç [1℄). Äàí-

íîå ïðèñâîåíèå òèïîâ ïðèâîäèò ê êëàññè�èêàöèè ýíäîìîð�èçìîâ äàííîãî

ãðóïïîèäà, êîòîðàÿ â ðàáîòå [1℄ ïîëó÷àåò íàçâàíèå áèïîëÿðíîé êëàññè�è-

êàöèè ýíäîìîð�èçìîâ.

Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â [18℄ äëÿ àíòèýíäîìîð�èçìîâ

ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà (ñòðîÿòñÿ íåêîòîðûå ìîíîòèïíûå ïîëóãðóäû àí-

òèýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Åñòåñòâåííûé èíòåðåñ âûçûâàåò çà-

äà÷à, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè áèïîëÿðíîãî òèïà êîìïîçèöèè ïàðû ýíäî-

ìîð�èçìîâ ñ ïîìîùüþ áèïîëÿðíûõ òèïîâ ñîìíîæèòåëåé. Â äàííîé ðàáîòå

óñòàíîâëåíî, ÷òî äåêàðòîâ êâàäðàò End(G)×End(G) ìîæíî ðàçëîæèòü íà
äâà íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà ïàð ýíäîìîð�èçìîâ: àëüòåðíèðóþùèå ïà-

ðû (ñì. îïðåäåëåíèå 2) è íåàëüòåðíèðóþùèå ïàðû. Äëÿ àëüòåðíèðóþùèõ

ïàð ýíäîìîð�èçìîâ ìîæíî âûðàçèòü áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè ÷åðåç

áèïîëÿðíûå òèïû ýíäîìîð�èçìîâ, âõîäÿùèõ â ýòó ïàðó, ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâà (10). Äàííûé ðåçóëüòàò ñ�îðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 2.

Ïîêàçàíî (ñì. ïðèìåð 1), ÷òî ðàâåíñòâî (10) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåàëü-

òåðíèðóþùèõ ïàð. È ïðîèëëþñòðèðîâàíà ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ îáùèõ

çàêîíîìåðíîñòåé, ïîçâîëÿþùèõ íàõîäèòü áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè ñ

ïîìîùüþ áèïîëÿðíûõ òèïîâ ñîìíîæèòåëåé.

Áàçîâûå ìíîæåñòâà ýíäîìîð�èçìîâ â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíû áûòü

çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ïðè ýòîì â ðàáîòå [1℄ äëÿ êàæäîãî

ãðóïïîèäà áûëè ïîñòðîåíû ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ, êîòîðûå öåëèêîì

ñîäåðæàòüñÿ â íåêîòîðîì áàçîâîì ìíîæåñòâå. Äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïïîèäîâ
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äàííûå ïîëóãðóïïû âûðîæäàþòñÿ â ïóñòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ êàæäîãî ãðóï-

ïîèäàG áûë ïîñòðîåí ìîíîèäMotend(A,G), ñîñòîÿùèé èç ýíäîìîð�èçìîâ
ïåðâîãî òèïà; ïîñòðîåíà ïîëóãðóïïà Motend(Ω, G), ñîñòîÿùàÿ èç ýíäîìîð-
�èçìîâ âòîðîãî òèïà, è äëÿ êàæäîãî ñìåøàííîãî òèïà γ áûëà ïîñòðîåíà

ïîëóãðóïïà Motend(γ,G).
Äàííûå ïîëóãðóïïû, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîíîòèïíûõ ïîëó-

ãðóïï ýíäîìîð�èçìîâ (ò.å. ïîëóãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç ýíäîìîð�èçìîâ îä-

íîãî òèïà). Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïåðå÷èñëåííûìè êîíñòðóêöèÿìè

ñïèñîê ìîíîòèïíûõ ïîëóãðóïï íå èñ÷åðïûâàåòñÿ. Ïîëóãðóïïó ýíäîìîð-

�èçìîâ, êîòîðàÿ èìååò ýíäîìîð�èçìû ðàçíûõ òèïîâ åñòåñòâåííî íàçû-

âàòü ìóëüòèòèïíîé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà G è ïðîèçâîëüíûõ ñîâî-

êóïíîñòåé F áàçîâûõ ìíîæåñòâ ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G ñòðîèòñÿ ïî-

ëóãðóïïà ýíäîìîð�èçìîâ Altend(F , G), êîòîðàÿ â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷àåò
íàçâàíèå ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ (ñì.

îïðåäåëåíèå 4 è òåîðåìó 3). Äàííûå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ ìîãóò

áûòü êàê ìîíîòèïíûå (êîãäà F ñîäåðæèò òîëüêî îäíî áàçîâîå ìíîæåñòâî

ýíäîìîð�èçìîâ) òàê è ìóëüòèòèïíûå. Ïîñêîëüêó ëþáûå äâà ýíäîìîð�èç-

ìà èç Altend(F , G) îáðàçóþò àëüòåðíèðóþùóþ ïàðó, òî áèïîëÿðíûé òèï

êîìïîçèöèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.

Òåîðåì 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èçìîâ ïåðâîãî

òèïà D(A) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâàìè Altend({D(A)}, G) è Motend(A,G)
äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà G, ñëåäîâàòåëüíî, D(A) � ìîíîèä.

Äëÿ êàæäîãî èçîìîð�èçìà ζ : G→ G′
ãðóïïîèäîâ G è G′

ìîæíî îïðå-

äåëèòü îòîáðàæåíèå ζe : End(G) → End(G′) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà ïðåîáðà-

çîâàíèé ζe(α) = ζ ·α ·ζ−1
. Äàííîå îòîáðàæåíèå áóäåò ÿâëÿòüñÿ èçîìîð�èç-

ìîì ìîíîèäîâ End(G) è End(G′). Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ζe-îáðàç ñïåöèàëüíîé
àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû Altend(F , G). Îêàçûâàåòñÿ ýòîò îáðàç ñàì

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé Altend(F ′, G′)
â ìîíîèäå End(G′) äëÿ ïîäõîäÿùåé ñèñòåìû F ′

áàçîâûõ ìíîæåñòâ ýíäî-

ìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G′
. �åçóëüòàò ñ�îðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 5, â

íåé æå óêàçàí êîíêðåòíûé âèä ñèñòåìû F ′
.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè ñ�îðìóëèðîâàíû â âèäå òåîðåì 2,

3, 4 è 5.

� 2. Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà G áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç I(G). Åñëè α1, α2 � ïðåîáðàçîâàíèå èç I(G), òî èõ êîì-

ïîçèöèþ (·) áóäåì îïðåäåëÿòü ðàâåíñòâîì

(α1 · α2)(g) = α1(α2(g))
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äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Â äàííîé ðàáîòå ýíäîìîð�èçìû è èõ êîìïîçèöèè ñïå-

öèàëüíûõ îáîçíà÷åíèé íå èìåþò è ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïû.

Ïóñòü G = (G, ∗) � íåêîòîðûé ãðóïïîèä. Äëÿ âñÿêîãî x èç G ÷åðåç hx
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà G òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y
èç G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî hx(y) = x ∗ y. Ïðåîáðàçîâàíèå hx ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì ëåâûì ñäâèãîì ãðóïïîèäà G.
Íèæå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå 1 èç [1℄.

Îïðåäåëåíèå 1. ×åðåç Bte(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà G â ìíîæåñòâî {1, 2}. Îòîáðàæåíèÿ
èç äàííîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü áèïîëÿðíûìè òèïàìè ýíäîìîð�èç-

ìîâ ãðóïïîèäà G (èëè ïðîñòî òèïàìè). Åñëè γ ∈ Bte(G) è äëÿ ëþáîãî

g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ(g) = 1 (àíàëîãè÷íî, γ(g) = 2), òî îòîáðà-
æåíèå γ áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì òèïîì (àíàëîãè÷íî, âòîðûì òèïîì). Â

äàííîé ðàáîòå ïåðâûé òèï áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A, à âòîðîé òèï ÷åðåç

Ω. Åñëè îòîáðàæåíèå γ ∈ Bte(G) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà ýëåìåíòàõ èç

G, òî γ áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííûì òèïîì.

Êàê îáû÷íî, öåíòðàëèçàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ α â ñèììåòðè÷åñêîé ïîëó-

ãðóïïå I(G) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì

C(α) := {β ∈ I(X) | α · β = β · α}.

Â îïðåäåëåíèå 2 èç [1℄ äëÿ êàæäîãî g ∈ G ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà L(1)(g)
è L(2)(g) (äàëåå, òèïî-îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà); â îïðåäåëåíèå 3 èç [1℄

äëÿ ëþáîãî òèïà γ ∈ Bte(G) ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî D(γ), êîòîðîå íàçûâàåò-
ñÿ áàçîâûì ìíîæåñòâîì ýíäîìîð�èçìîâ òèïà γ ãðóïïîèäà G. Ïðèâåäåì
ìíîæåñòâà L(1)(g), L(2)(g) è D(γ) íèæå:

L(1)(g) := {α ∈ C(hg) | hα(g) = hg};

L(2)(g) := {α ∈ I(G) | hα(g) 6= hg, α · hg = hα(g) · α};

D(γ) :=
⋂

s∈G

L(γ(s))(s);

D(A) :=
⋂

s∈G

L(1)(s), D(Ω) :=
⋂

s∈G

L(2)(s).

Ïðèâåäåì òåîðåìó 1 èç [1℄ (îñíîâíàÿ òåîðåìà î áàçîâûõ ìíîæåñòâàõ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî ãðóïïîèäà G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

End(G) =
⋃

γ∈Bte(G)

D(γ). (1)
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Êðîìå òîãî, åñëè τ è ω � äâà ðàçëè÷íûõ òèïà èç Bte(G), òî ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ D(τ) è D(ω) ïóñòî.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé î áàçîâûõ ìíîæåñòâàõ ýíäîìîð-

�èçìîâ ãðóïïîèäà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5 èç [1℄ ýíäîìîð�èçì α èìååò áèïîëÿðíûé òèï

γ èç Bte(G), åñëè α ∈ D(γ). Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåðìè-

íîëîãèÿ:

1. ýíäîìîð�èçì α èìååò ïåðâûé òèï, åñëè α ∈ D(A);
2. ýíäîìîð�èçì α èìååò âòîðîé òèï, åñëè α ∈ D(Ω);
3. ýíäîìîð�èçì α èìååò ñìåøàííûé òèï, åñëè γ � ñìåøàííûé òèï è ìíî-
æåñòâî D(γ) ñîäåðæèò α.

Ïðèâåäåííîå âûøå ïðèñâîåíèå òèïîâ ýíäîìîð�èçìàì ãðóïïîèäà ïðè-

âîäèò ê áèïîëÿðíîé êëàññè�èêàöèè ýíäîìîð�èçìîâ.

� 3. Áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 î áèïîëÿðíîì òèïå

êîìïîçèöèè íåêîòîðûõ ïàð ýíäîìîð�èçìîâ. �ðóïïîèä îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

G.
Áèïîëÿðíûé òèï ýíäîìîð�èçìà α áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γα. Èìååò

ìåñòî ýêâèâàëåíöèÿ

Γα(g) = i⇔ α ∈ L(i)(g) (g ∈ G, α ∈ End(G), i ∈ {1, 2}), (2)

êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó Γα(g) è òèïî-îáðàçóþùèìè ìíîæå-

ñòâàìè L(1)(g), L(2)(g). Äàííàÿ ýêâèâàëåíöèÿ âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ áè-
ïîëÿðíîãî òèïà ýíäîìîð�èçìà.

Êàê îáû÷íî, êîíúþíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (∧).

Ëåììà 1. Ïóñòü φ è ψ � ýíäîìîð�èçìû ãðóïïîèäà G è g � ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò ãðóïïîèäà G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè:

Γφ(g) = 1 ∧ Γψ(φ(g)) = 1 ⇒ Γψ·φ(g) = 1, (3)

Γφ(g) = 1 ∧ Γψ(φ(g)) = 2 ⇒ Γψ·φ(g) = 2, (4)

Γφ(g) = 2 ∧ Γψ(φ(g)) = 1 ⇒ Γψ·φ(g) = 2. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîñêîëüêó φ è ψ � ýíäîìîð�èçìû ãðóïïîèäà, òî

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ φ ∈ L(i)(g), ψ ∈
L(j)(φ(g)) äëÿ ïîäõîäÿùèõ i, j èç {1, 2}. Ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

φ · hg = hφ(g) · φ, ψ · hφ(g) = hψ(φ(g)) · ψ,
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êîòîðûå äàþò ñîîòíîøåíèÿ

(ψ·φ)·hg = ψ·(φ·hg) = ψ·(hφ(g)·φ) = (ψ·hφ(g))·φ = (hψ(φ(g))·ψ)·φ = hψ(φ(g))·(ψ·φ).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(ψ · φ) · hg = hψ(φ(g)) · (ψ · φ). (6)

2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïîñûëêè èìïëèêàöèè (3). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

h(ψ·φ)(g) = hψ(φ(g)) = hφ(g) = hg,

êîòîðûå âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (6) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî L(1)(g) ñî-
äåðæèò êîìïîçèöèþ ψ · φ. Èìïëèêàöèÿ (3) äîêàçàíà.

3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïîñûëêè èìïëèêàöèè (4). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

h(ψ·φ)(g) = hψ(φ(g)) 6= hφ(g) = hg,

êîòîðûå âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (6) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî L(2)(g) ñî-
äåðæèò êîìïîçèöèþ ψ · φ. Èìïëèêàöèÿ (4) äîêàçàíà.

4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïîñûëêè èìïëèêàöèè (5). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

h(ψ·φ)(g) = hψ(φ(g)) = hφ(g) 6= hg,

êîòîðûå âìåñòå ñ òîæäåñòâîì (6) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî L(2)(g) ñî-
äåðæèò êîìïîçèöèþ ψ · φ. Èìïëèêàöèÿ (5) äîêàçàíà.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èìïëèêàöèè

Γφ(g) = 2 ∧ Γψ(φ(g)) = 2 ⇒ Γψ·φ(g) = 1, (7)

Γφ(g) = 2 ∧ Γψ(φ(g)) = 2 ⇒ Γψ·φ(g) = 2 (8)

â îáùåì ñëó÷àå (ò.å. äëÿ âñÿêîãî ãðóïïîèäà G è ëþáîãî g ∈ G) íå âû-

ïîëíÿåòñÿ. Íèæå áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð 1, â êîòîðîì ñòðîèòñÿ ãðóïïîèä

òàêîé, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð ýíäîìîð�èçìîâ è ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ g
èç G ìîãóò âûïîëíÿòñÿ êàê èìïëèêàöèÿ (7) òàê è èìïëèêàöèÿ (8).

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî ãðóïïîèäà G ïàðó (ψ, φ) ýíäîìîð�èç-
ìîâ áóäåì íàçûâàòü 2-àëüòåðíèðóþùåé (èëè ïðîñòî àëüòåðíèðóþùåé),

åñëè â ãðóïïîèäå G íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà g òàêîãî, ÷òî îäíîâðåìåííî

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Γφ(g) = 2, Γψ(φ(g)) = 2. (9)
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Çàìå÷àíèå 1. Â êîíòåêñòå òåîðåìû 2 ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî èíòå-

ðåñ ïðåäñòàâëÿåò èñêëþ÷èòåëüíî àëüòåðíàöèÿ (÷åðåäîâàíèå) äëÿ äâîéêè

â êîðòåæå (Γφ(g),Γψ(φ(g))). Ïîýòîìó 2-àëüòåðíèðóþùóþ ïàðó âñþäó äàëåå

áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî àëüòåðíèðóþùåé.

Äëÿ àëüòåðíèðóþùåé ïàðû (ψ, φ) áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè ψ · φ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2) áèïîëÿðíûìè òèïàìè

ýíäîìîð�èçìîâ φ è ψ.
Ñóùåñòâîâàíèå íåàëüòåðíèðóþùèõ ïàð ýíäîìîð�èçìîâ ïîêàçàíî â ïðè-

ìåðå 1.

Îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç (∗).

Òåîðåìà 2. Åñëè (ψ, φ) � àëüòåðíèðóþùàÿ ïàðà ýíäîìîð�èçìîâ ãðóï-
ïîèäà G, òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Γψ·φ(g) = Γφ(g) ∗ Γψ(φ(g)). (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû î áàçîâûõ ìíîæåñòâàõ äëÿ

ëþáîãî g ∈ G âñÿêèé ýíäîìîð�èçì τ ëèáî ëåæèò â ìíîæåñòâå L(1)(g)
ëèáî â ìíîæåñòâå L(2)(g). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî

g ∈ G è âñÿêîãî áèïîëÿðíîãî òèïà γ âûïîëíÿåòñÿ àëüòåðíàòèâà: ëèáî

D(γ) ⊆ L(1)(g) ëèáî D(γ) ⊆ L(2)(g). Ïîýòîìó, åñëè ýíäîìîð�èçì τ íå ëå-

æèò â L(1)(g) è L(2)(g) îäíîâðåìåííî, òî îí íå ëåæèò íè â îäíîì áàçîâîì

ìíîæåñòâå ýíäîìîð�èçìîâ, ÷òî íå âîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî �èêñèðîâàííîãî g ∈ G è ïàðû ýíäîìîð-

�èçìîâ (ψ, φ) âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäèí èç ïðèâåäåííûõ ñëó÷àåâ:

φ ∈ L(1)(g) ∧ ψ ∈ L(1)(φ(g)); φ ∈ L(1)(g) ∧ ψ ∈ L(2)(φ(g));

φ ∈ L(2)(g) ∧ ψ ∈ L(1)(φ(g)); φ ∈ L(2)(g) ∧ ψ ∈ L(2)(φ(g)).

Ïîñêîëüêó ïàðà (ψ, φ) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðóþùåé, òî ïîñëåäíèé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí. Â ñèëó ýêâèâàëåíöèè (2) è ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (10). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè τ ∈ D(A), òî äëÿ ëþáîãî ýíäîìîð�èçìà ω ïàðû (τ, ω) è (ω, τ)
áóäóò àëüòåðíèðóþùèìè. Â ñàìîì äåëå, åñëè τ ∈ D(A), òî äëÿ ëþáîãî

g ∈ G âåðíî ðàâåíñòâî Γτ (g) = 1. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 2 âûòåêàþò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè φ ∈ D(A), òî äëÿ ëþáîãî ýíäîìîð�èçìà ψ ∈
End(G) è ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Γψ·φ(g) = Γψ(φ(g)).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ψ ∈ D(A), òî äëÿ ëþáîãî ýíäîìîð�èçìà φ ∈
End(G) è ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Γψ·φ(g) = Γφ(g).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäèí èç ýíäîìîð�èçìîâ êîìïîçèöèè èìååò ïåð-

âûé òèï, òî òèï êîìïîçèöèè îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì äðóãîãî ýíäîìîð�èçìà

äàííîé êîìïîçèöèè.

Ïóñòü G = {1, 2, ..., n} � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé èç ñèììåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïû I(G) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèÿ

α =

(

1 2 ... n
a1 a2 ... an

)

= (a1, a2, ..., an) = (α(1), α(2), ..., α(n)).

Åñëè G � êîíå÷íûé ãðóïïîèä è G = {1, 2, ..., n}, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åãî
áèïîëÿðíûõ òèïîâ γ èç ìíîæåñòâà Bte(G) áóäåì èñïîëüçîâàòü êîðòåæè

γ = (γ(1), γ(2), ..., γ(n)).
Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðóïïîèäà, â êîòîðîì ñóùåñòâóþò íåàëüòåðíèðóþ-

ùèå ïàðû ýíäîìîð�èçìîâ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ãðóïïîèä G, îïðåäåëåííûé ñâîèìè ëåâûìè

ñäâèãàìè:

h1 = (1, 1, 1, 1), h2 = (1, 1, 1, 2), h3 = (1, 1, 1, 1), h4 = (1, 2, 1, 1).

Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áàçîâûõ ìíîæåñòâ ýíäî-

ìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

D(1, 1, 1, 1) = {(1, 2, 1, 4), (1, 2, 3, 4)}; D(1, 2, 1, 1) = {(1, 1, 1, 4), (1, 1, 3, 4)};

D(1, 2, 1, 2) = {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (1, 1, 1, 3), (1, 1, 3, 1), (1, 1, 3, 2), (1, 1, 3, 3)};

D(1, 2, 2, 1) = {(1, 1, 4, 4)};

D(1, 2, 2, 2) = {(1, 1, 2, 1), (1, 1, 4, 1), (1, 1, 2, 2), (1, 1, 2, 3), (1, 1, 4, 3)}.

Îñòàëüíûå áàçîâûå ìíîæåñòâà ïóñòû. �àññìîòðèì äâå ïàðû ýíäîìîð�èç-

ìîâ (ψ1, φ1) è (ψ2, φ2), ãäå

φ1 = (1, 1, 1, 2), ψ1 = (1, 1, 4, 4), φ2 = (1, 1, 2, 1), ψ2 = (1, 1, 1, 1).

Äàííûå ýíäîìîð�èçìû èìåþò òèïû

Γφ1 = (1, 2, 1, 2), Γψ1
= (1, 2, 2, 1), Γφ2 = (1, 2, 2, 2), Γψ2

= (1, 2, 1, 2).

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ1 · φ1 = (1, 1, 1, 1), ψ2 · φ2 = (1, 1, 1, 1), Γψ1·φ1 = Γψ2·φ2 = (1, 2, 1, 2).
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Èç ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

Γφ1(4) = 2, Γψ1
(φ1(4)) = Γψ1

(2) = 2;

Γφ2(3) = 2, Γψ2
(φ2(3)) = Γψ2

(2) = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïàðû (ψ1, φ1) è (ψ2, φ2) íå àëüòåðíè-

ðóþùèå. Ïðè ýòîì Γψ1·φ1(4) = 2 è Γψ2·φ2(3) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå â
êîíòåêñòå îäíîãî ãðóïïîèäà äëÿ íåàëüòåðíèðóþùåé ïàðû â îáùåì ñëó÷àå

(ò.å. ïðè ëþáîì y ∈ G) íå âûïîëíÿþòñÿ èìïëèêàöèè (7) è (8).

� 4. Àëüòåðíèðóþùèå ïîëóãðóïïû

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ÷åðåç X×X , êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåì äåêàð-

òîâ êâàäðàò ìíîæåñòâà X . Ïóñòü G � íåêîòîðûé ãðóïïîèä, H � ïîäìíî-

æåñòâî ãðóïïîèäà G è α � íåêîòîðûé ýíäîìîð�èçì G. Òîãäà, êàê îáû÷íî,
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì α(H) := {α(h) | h ∈ H}.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëóãðóïïó ýíäîìîð�èçìîâ H ãðóïïîèäà G íàçî-

âåì àëüòåðíèðóþùåé, åñëè ëþáàÿ ïàðà (α, β) ýíäîìîð�èçìîâ èç H × H
ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðóþùåé.

Ñâîéñòâî 1. Âñÿêàÿ ïîäïîëóãðóïïà àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû ýí-

äîìîð�èçìîâ áóäåò àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ.

Ñâîéñòâî 2. Äëÿ âñÿêîé ïàðû (ψ, φ) ýíäîìîð�èçìîâ àëüòåðíèðóþ-

ùåé ïîëóãðóïïû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 10 .

Äàííûå ñâîéñòâà ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ àëüòåðíèðóþùåé ïî-

ëóãðóïïû.

Ïóñòü F � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü (ñèñòåìà) áàçîâûõ ìíîæåñòâ ýíäî-

ìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G è Fc � îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç F , åñëè
|F| > 1; è Fc = D(γ), êîãäà F = {D(γ)}.

Êàæäîå áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èçìîâ èìååò ñâîé åäèíñòâåííûé

áèïîëÿðíûé òèï γ èç Bte(G). Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè ìíîæåñòâî

B(F) := {γ ∈ Bte(G) | D(γ) ∈ F}.

Ìíîæåñòâà B(F) è F ðàâíîìîùíû.

Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû áàçîâûõ ìíîæåñòâ F ââåäåì ìíîæåñòâî Y (F),
êîòîðîå ñîñòîèò ýëåìåíòîâ x ∈ G òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî áèïîëÿðíîãî òèïà

γ èç B(F) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ(x) = 1. Òî åñòü

Y (F) := {x ∈ G | ∀γ ∈ B(F) : γ(x) = 1}.

Ïóñòü F � ñèñòåìà áàçîâûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ÷åðåç Altend(F , G) îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ýíäîìîð�èçìîâ α èç Fc, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèå α(G) ⊆ Y (F).
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Òåîðåìà 3. Åñëè ìíîæåñòâî Altend(F , G) íå ïóñòî äëÿ F è G, òî
îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ïî-

ëóãðóïïà Altend(F , G) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð-

�èçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Altend(F , G) íå ïóñòî. Ïî-
êàæåì çàìêíóòîñòü. Ïóñòü φ è ψ � äâà ïðîèçâîëüíûõ ýíäîìîð�èçìà èç

ìíîæåñòâà Altend(F , G). Çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

φ(G) ⊆ Y (F), ψ(G) ⊆ Y (F). (11)

Ïîñêîëüêó φ è ψ ïðèíàäëåæàò Altend(F , G), òî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

D(Γφ) ∈ F , D(Γψ) ∈ F ,

êîòîðûå âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (11) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g èç

G âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Γφ(ψ(g)) = Γψ(φ(g)) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà
(ψ, φ) ýíäîìîð�èçìîâ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðóþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, â äàí-

íîì ñëó÷àå êîðòåæè (Γψ(g),Γφ(ψ(g))) è (Γφ(g),Γψ(φ(g))) îòëè÷íû îò êîð-

òåæà (2, 2).
Äëÿ ïàðû (ψ, φ) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà 2 è áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè

ψ · φ áóäåò çàäàâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

Γψ·φ(g) = Γφ(g) ∗ Γψ(φ(g)) = Γφ(g) ∗ 1 = Γφ(g), (12)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Γψ·φ = Γφ, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ðàâåíñòâî áàçîâûõ ìíîæåñòâ D(Γψ·φ) è
D(Γφ). Ïîñêîëüêó D(Γφ) ∈ F , òî è D(Γψ·φ) ∈ F . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Fc

ñîäåðæèò ýíäîìîð�èçì ψ · φ.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (ψ · φ)(G) ⊆ Y (F). Â ñàìîì

äåëå, ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (11) è Y (F) ⊆ G, òî èìåþò ìåñòî

ñîîòíîøåíèÿ

(ψ · φ)(G) = ψ(φ(G)) ⊆ ψ(Y (F)) ⊆ Y (F).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî Altend(F , G) çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ýí-

äîìîð�èçìîâ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èç óñëîâèé (11) ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ

ïàðà (ψ, φ) èç Altend(F , G)×Altend(F , G) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðóþùåé. Çíà-
÷èò, ïîëóãðóïïà Altend(F , G) áóäåò àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëóãðóïïó ýíäîìîð�èçìîâ Altend(F , G) áóäåì íà-

çûâàòü ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ ãðóï-

ïîèäà G ïî ïîëíîé ñèñòåìå áàçîâûõ ìíîæåñòâ F .

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 1, C. 73-95

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 1, pp. 73-95



Ëèòàâðèí À. Â. 85

Ñïåöèàëüíûå àëüòåðíèðóþùèå ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ îáëàäàþò

âàæíûì ñâîéñòâîì

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ìíîæåñòâî Altend(F , G) íå ïóñòî, òî äëÿ ëþáûõ φ
è ψ èç ïîëóãðóïïû Altend(F , G) è âñÿêîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Γψ·φ(g) = Γφ(g).

Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (12), êîòîðîå èñïîëüçîâà-

ëîñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ñâîéñòâà 2 áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè ýíäî-

ìîð�èçìîâ èç àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâà (10). Ïðè ýòîì áèïîëÿðíûé òèï êîìïîçèöèè ýíäîìîð�èçìîâ èç

ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû âû÷èñëÿåòñÿ ïî áîëåå ïðîñòîé

�îðìóëå èç ñâîéñòâà 3.

Çàìå÷àíèå 2. Ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóïïà Altend(F , G)
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìîíîòèïíîé, åñëè |F| = 1; è ìóëüòèòèïíîé, êîãäà ñèñòåìà
F ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî íå ïóñòîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà ýíäîìîð�èçìîâ.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà G áàçîâîå ìíîæåñòâî D(A) ýí-

äîìîð�èçìîâ ïåðâîãî òèïà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Altend(F , G), êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F = {D(A)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ F = {D(A)} ìíîæåñòâî Altend(F , G) íå ïóñòî è
ïî òåîðåìå 3 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Ïðè ýòîì Y (F) = G, ñëåäîâàòåëüíî,
âñå ýíäîìîð�èçìû èç D(A) ïîïàäàþò â ïîëóãðóïïó Altend(F , G). Ëåììà
äîêàçàíà.

�àññìîòðèì ìîíîèä Motend(A,G), êîòîðûé ââîäèòñÿ â ðàáîòå [1℄ (ñì.

òåîðåìà 3 èç [1℄). Èìååì

Motend(A,G) :=
⋂

g∈G

(Og ∩ C(hg)),

ãäå ìíîæåñòâà Mg è Og îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

Mg := {m ∈ G | hg = hm}, Og := {α ∈ I(G) | α(Mg) ⊆Mg}

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Mg âñåãäà íå ïóñòîå

(òàì âñåãäà ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò g).

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà G âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

D(A) = Altend({D(A)}, G) = Motend(A,G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî D(A) = Altend({D(A)}, G) âûòåêàåò èç

ëåììû 2. Òåîðåìà 3 èç [1℄ äàåò âêëþ÷åíèå Motend(A,G) ⊆ D(A). Ïîëà-
ãàåì, ÷òî α � ïðîèçâîëüíûé ýíäîìîð�èçì èç D(A), ñëåäîâàòåëüíî äëÿ

ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ hα(g) = hg, α ∈ C(hg), êîòîðûå âûòå-
êàþò èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà D(A) è L(1)(g). Ïîýòîìó ýíäîìîð�èçì α
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Og ïðè ëþáîì g ∈ G. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü m �

ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Mg. Òîãäà hα(m) = hm = hg (â ñèëó ñêàçàííîãî

âûøå). Çíà÷èò, ýëåìåíò α(m) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóMg, ñëåäîâàòåëüíî,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå α(Mg) ⊆ Mg, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî Og ñîäåðæèò

ýíäîìîð�èçì α.
Òàêèì îáðàçîì, α ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Motend(A,G). Ïîêàçàíî

âêëþ÷åíèå D(A) ⊆ Motend(A,G), ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî ðàâåíñòâî ìíî-
æåñòâ D(A) = Motend(A,G).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó êàæäûé àâòîìîð�èçì ãðóïïîèäà G ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî

î÷åâèäíî ñëåäóþùåå

Ñâîéñòâî 4. Ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóïïà Altend(F , G)
ñîäåðæèò àâòîìîð�èçì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = {D(A)}.

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà ñóùåñòâóåò ìîíî-

òèïíàÿ ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, D(A)
íå ïóñòî äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà G (òàì âñåãäà ñîäåðæèòñÿ òîæäåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå).

Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðóïïîèä ó

êîòîðîãî åñòü ìóëüòèòèïíàÿ ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóïïà.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ãðóïïîèä G èç ïðèìåðà 1, äëÿ êîòîðîãî èç-

âåñòíî

D(1, 2, 1, 1) = {(1, 1, 1, 4), (1, 1, 3, 4)}, D(1, 2, 2, 1) = {(1, 1, 4, 4)}.

Ïîëàãàåì, ÷òî F = {D(1, 2, 1, 1), D(1, 2, 2, 1)}, ñëåäîâàòåëüíî, Y (F) = {1, 4}.
Äåéñòâèòåëüíî, íà ýëåìåíòàõ {1,4} ãðóïïîèäàG áèïîëÿðíûå òèïû (1, 2, 1, 1)
è (1, 2, 2, 1) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1.

Ïîñêîëüêó òîëüêî ýíäîìîð�èçìû (1, 1, 1, 4) è (1, 1, 4, 4) ïåðåâîäÿò ìíî-
æåñòâî Y (F) = {1, 4} â ñåáÿ, òî èìååì

Altend(F , G) = {(1, 1, 1, 4), (1, 1, 4, 4)}.

Ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé ïîëóãðóïïû ïîêàçàíî.
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� 5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ïóñòü G = (G, ∗), G′ = (G′, ∗′) � ïàðà èçîìîð�íûõ ãðóïïîèäîâ è îòîá-

ðàæåíèå ζ : G → G′
� èçîìîð�èçì äàííûõ ãðóïïîèäîâ. Íå ñëîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ζe : End(G) → End(G′), îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì

ζe(α) = ζ · α · ζ−1 (α ∈ End(G)),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîèäîâ ýíäîìîð�èçìîâ. Â

äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñïåöèàëüíàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ïîëóãðóï-

ïà ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G èçîìîð�íà ñïåöèàëüíîé àëüòåðíèðóþùåé

ïîëóãðóïïå ãðóïïîèäà G′
(ñì. òåîðåìó 5 è ñëåäñòâèå 3).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà 2 èç [1℄, êîòîðóþ ìû ñ�îðìóëèðóåì, àäàïòè-

ðóÿ ê îáîçíà÷åíèÿì äàííîé ñòàòüè, êàê

Ëåììà 3. Ïóñòü ζ : G → G′
� èçîìîð�èçì ãðóïïîèäîâ G è G′

. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî g ∈ G è âñÿêîãî α ∈ End(G) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Γα′(ζ(g)) = Γα(g), (13)

ãäå α′ = ζe(α).

Åñëè H ⊆ End(G), òî, êàê îáû÷íî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå:

ζe(H) := {ζe(h) | h ∈ H}.

Ëåììà 4. Ïóñòü D(γ) � íå ïóñòîå áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èçìîâ
òèïà γ â ãðóïïîèäå G. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èç-
ìîâ D(τ) òèïà τ â ãðóïïîèäå G′

òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ìíî-

æåñòâ

ζe(D(γ)) = D(τ).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì, ÷òî ýíäîìîð�èçìû èç ζe(D(γ)) èìåþò îäèí
áèïîëÿðíûé òèï. Ïóñòü α1, α2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ ýíäîìîð�èçìà èç D(γ).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà îòîáðàæåíèé Γα1

= Γα2
= γ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî Γα′

1
6= Γα′

2
, ãäå α′

1 = ζe(α1) è α
′

2 = ζe(α2). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
g ∈ G òàêîé, ÷òî Γα′

1
(ζ(g)) 6= Γα′

2
(ζ(g)). Â ñèëó ðàâåíñòâà (13) èìåþò ìåñòî

ñîîòíîøåíèÿ

Γα′

1
(ζ(g)) = Γα1

(g), Γα′

2
(ζ(g)) = Γα2

(g). (14)

Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Γα1
= Γα2

= γ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýíäîìîð�èçìû èç

ζe(D(γ)) èìåþò îäèí áèïîëÿðíûé òèï. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-
÷åíèå ζe(D(γ)) ⊆ D(τ) äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ Bte(G′).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî D(τ) ñîäåðæèò ýíäîìîð�èçì α′
òà-

êîé, ÷òî ζ−1
e (α) /∈ D(γ) (êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ζe � èçîìîð�èçì, ïîýòîìó

ζ−1
e ñóùåñòâóåò). Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ζ−1

e (α) ∈ D(ω), ãäå ω 6= γ.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýíäîìîð�èçì β ∈ D(ω) òàêîé, ÷òî α = ζe(β) è ñ

ó÷åòîì ðàâåíñòâà (13) äëÿ âñÿêîãî g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Γα(ζ(g)) = Γβ(g) = ω(g). (15)

Ïðè ýòîì Γα = Γα′

1
, ãäå α′

1 � ýíäîìîð�èçì èç ðàâåíñòâà (14). Äåéñòâè-

òåëüíî, α′

1 ëåæèò â D(τ) (ïî äîêàçàííîìó). Êðîìå òîãî, â ñèëó (14) äëÿ

ëþáîãî g ∈ G èìååì ðàâåíñòâî Γα′

1
(ζ(g)) = Γα1

(g). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

(15) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ω(g) = Γα(ζ(g)) = Γα′

1
(ζ(g)) = Γα1

(g) = γ(g).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ω = γ. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå D(τ) ⊆ ζe(D(γ)). Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ζe(D(γ)) = D(τ). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü F � ñèñòåìà áàçîâûõ ìíîæåñòâ ãðóïïîèäà G. Òîãäà áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ζe(F) := {ζe(D(γ)) | D(γ) ∈ F}.
Ñ ó÷åòîì ëåììû 4 òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî ζe(F) � ñèñòåìà áàçîâûõ ìíî-

æåñòâ ãðóïïîèäà G′
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

U(G) := {γ ∈ Bte(G) | D(γ) 6= ∅} ⊆ Bte(G).

Òî åñòü U(G) � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ áèïîëÿðíûõ òèïîâ äëÿ ãðóïïî-

èäà G, äëÿ êîòîðûõ áàçîâûå ìíîæåñòâà ýíäîìîð�èçìîâ íå ïóñòû. Âñÿêèé
èçîìîð�èçì ζ : G → G′

èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Υζ : U(G) → Bte(G′),
êîòîðîå äëÿ êàæäîãî γ ∈ U(G) îïðåäåëÿåòñÿ ýêâèâàëåíöèåé:

Υζ(γ) = γ′ ⇐⇒ ζe(D(γ)) = D(γ′),

ãäå D(γ′) � áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G′
. Êîððåêò-

íîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Υζ ñëåäóåò èç ëåììû 4 (áàçîâîå ìíîæå-

ñòâî ãðóïïîèäà G ïîä äåéñòâèåì ζe ïåðåõîäèò â áàçîâîå ìíîæåñòâî ãðóï-
ïîèäà G′

).

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáûõ γ ∈ U(G) è γ′ ∈ Bte(G′) ñïðàâåäëèâà ýêâèâà-

ëåíöèÿ

Υζ(γ) = γ′ ⇐⇒ ∀g ∈ G : γ′(ζ(g)) = γ(g). (16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

Υζ(γ) = γ′ ⇒ ∀g ∈ G : γ′(ζ(g)) = γ(g).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Υζ(γ) = γ′, òî ζe(D(γ)) = D(γ′) (ïî îïðåäåëå-

íèþ îòîáðàæåíèÿ Υζ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ýíäîìîð�èçìû α′
èç

ζe(D(γ)) = D(γ′) è α ∈ D(γ) òàêèå, ÷òî α′ = ζe(α) è Γα′ = γ′, Γα = γ. Â ñèëó

(13) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

γ′(ζ(g)) = Γα′(ζ(g)) = Γα(g) = γ(g).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ′(ζ(g)) = γ(g). �àñ-
ñìîòðåííàÿ èìïëèêàöèÿ (îò ëåâîãî ê ïðàâîìó) äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

γ′(ζ(g)) = γ(g). Ïîñêîëüêó γ ∈ U(G), òî áàçîâîå ìíîæåñòâî ýíäîìîð�èç-
ìîâ D(γ) íå ïóñòî. Çíà÷èò íå ïóñòî ìíîæåñòâî ζe(D(γ)). Â ñèëó (13) êàæ-

äûé ýíäîìîð�èçì α′ ∈ ζe(D(γ)) èìååò òèï Γα′
òàêîé, ÷òî

Γα′(ζ(g)) = Γα(g) = γ(g) = γ′(ζ(g))

äëÿ α = ζ−1(α′). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì ðàâåíñòâî

Γα′(ζ(g)) = γ′(ζ(g)). Ïîñêîëüêó ζ � èçîìîð�èçì, òî ζ(G) = G′
. Ñëåäî-

âàòåëüíî, Γα′ = γ′. Çíà÷èò, α′ ∈ D(γ′). Ïîñêîëüêó α′
� ïðîèçâîëüíûé ýíäî-

ìîð�èçì èç ζe(D(γ)), òî ñ ó÷åòîì ëåììû 4 (î òîì, ÷òî îáðàç áàçîâîãî ìíî-

æåñòâà åñòü áàçîâîå ìíîæåñòâî) ìû èìååì ðàâåíñòâî ζe(D(γ)) = D(γ′). Èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå Υζ(γ) = γ′ (ïî îïðå-
äåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Υζ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

èìïëèêàöèÿ îò ïðàâîãî óòâåðæäåíèÿ ê ëåâîìó óòâåðæäåíèþ â ýêâèâàëåí-

öèè (16). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç äàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ γ ∈ U(G) è γ′ ∈ Bte(G′)
ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíöèÿ

ζe(D(γ)) = D(γ′) ⇐⇒ ∀g ∈ G : γ′(ζ(g)) = γ(g). (17)

Ëåììà 6. Ïóñòü F � ñèñòåìà áàçîâûõ ìíîæåñòâ ãðóïïîèäà G. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Y (ζe(F)) = {g′ ∈ G′ | ∃g ∈ G ∀γ ∈ B(F) : (g′ = ζ(g)) ∧ (γ(g) = 1)}. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Y èìååì

Y (ζe(F)) = {g′ ∈ G′ | ∀γ′ ∈ B(ζe(F)) : γ′(g′) = 1}. (19)
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Äàëåå, ìíîæåñòâî èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18) áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç T .

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Y (ζe(F)) ⊆ T . Ïóñòü g′ ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó Y (ζe(F)). Ïîñêîëüêó ζ � èçîìîð�èçì ãðóïïîèäîâ G
è G′

, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g èç G òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

g′ = ζ(g). Â ñèëó ýêâèâàëåíöèè (17) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ′(ζ(g)) = γ(g), êîãäà ζe(D(γ)) = D(γ′). Ïîñêîëüêó g′

ïðèíàäëåæèò Y (ζe(F)), òî ëÿ ëþáîãî γ ∈ B(F) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1 = γ′(g′) = γ′(ζ(g)) = γ(g),

êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî γ(g) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Y (ζe(F))
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18).

Ïîêàæåì òåïåðü âêëþ÷åíèå T ⊆ Y (ζe(F)). Ïóñòü g′ ∈ T . Ïîñêîëüêó
g′ ∈ T , òî ñóùåñòâóåò g ∈ G òàêîé, ÷òî g′ = ζ(g) è γ(g) = 1 äëÿ ëþáîãî

γ ∈ B(F). Â äàííîì êîíòåêñòå ýêâèâàëåíöèÿ (17) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî γ′ ∈ B(ζe(F) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1 = γ(g) = γ′(ζ(g)) = γ′(g′),

êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî γ′(g′) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

g′ ∈ Y (ζe(F)), ñëåäîâàòåëüíî, T ⊆ Y (ζe(F)) è ðàâåíñòâî (18) âûïîëíÿåòñÿ.
Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü

Òåîðåìà 5. Åñëè ìíîæåñòâî Altend(F , G) íå ïóñòî äëÿ F è G, òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ

ζe(Altend(F , G)) = Altend(ζe(F), G′). (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4 ìíîæåñòâî ζe(F) � ñèñòåìà áàçîâûõ
ìíîæåñòâ ãðóïïîèäà G′

. Ïîýòîìó Altend(ζe(F), G′) � àëüòåðíèðóþùàÿ ïî-
ëóãðóïïà ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïîèäà G′

. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå

ζe(Altend(F , G)) ⊆ Altend(ζe(F), G′). (21)

1. Èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû áàçîâûõ ìíîæåñòâ ζe(F) ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî
âñÿêèé ýíäîìîð�èçì èç ζe(Altend(F , G)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ζe(F)c,
ãäå ζe(F)c � îáúåäèíåíèå âñåõ áàçîâûõ ìíîæåñòâ ñèñòåìû ζe(F).

2. Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêèé ýíäîìîð�èçì α′
èç ζe(Altend(F , G)) óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ α′(G′) ⊆ Y (ζe(F)).
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Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò ýíäîìîð�èçì α èç Altend(F , G) òàêîé, ÷òî
α′ = ζe(α). Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Altend(F , G) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

α ∈ Fc, α(G) ⊆ Y (F). (22)

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g′ ∈ G′
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g′ = ζ(g),

äëÿ ïîäõîäÿùåãî g èç G. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ζe(α) ïîëó÷àåì

α′(ζ(g)) = (ζe(α))(ζ(g)) = ζ(α(ζ−1(ζ(g)))) = ζ(α(g)).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (22) ïîëó÷àåì, ÷òî α(g) ïðèíàäëåæèò Y (F). Çíà÷èò,
äëÿ ëþáîãî òèïà γ èç B(F) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå γ(α(g)) = 1. Ïîýòîìó ýëå-
ìåíò α′(ζ(g)) = ζ(α(g)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y (ζe(F)). Äåéñòâèòåëüíî,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü α(g) êàê íåêîòîðûé ýëåìåíò s èç G è âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ðàâåíñòâîì (18). Ìû ïîêàçàëè âêëþ÷åíèå α′(G′) ⊆ Y (ζe(F)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

α′(G′) ⊆ Y (ζe(F)), ζe(Altend(F , G)) ⊆ ζe(F)c,

ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (21).

3. Ïîêàæåì, ÷òî âêëþ÷åíèå (21) âûïîëíÿåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü

β ′
� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Altend(ζe(F), G′). Òîãäà β ′

ïðèíàäëåæèò

ζe(F)c, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò β èç Fc òàêîé, ÷òî β
′ = ζe(β). Ïîñêîëü-

êó β ′ ∈ Altend(ζe(F), G′), òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

β ′(G′) ⊆ Y (ζe(F)). (23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ñîîòíîøåíèÿ

β ′(G′) = (ζe(β))(G
′) = (ζe(β))(ζ(G)) = ζ(β(ζ−1(ζ(G)))) = ζ(β(G)),

êîòîðûå âìåñòå ñ óñëîâèåì (23) ïîêàçûâàþò, ÷òî ζ(β(G)) ⊆ Y (ζe(F)). Â
ìåñòå ñ (18) ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ B(F) è
âñÿêîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γ(β(g)) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå β(G) ⊆ Y (F). Ïîýòîìó β ïðèíàäëåæèò Altend(F , G).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäûé ýíäîìîð�èçì èç ïîëóãðóï-

ïû Altend(ζe(F), G′) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì ζe íåêîòîðîãî ïîäõî-
äÿùåãî ýíäîìîð�èçìà èç Altend(F , G). Ïîýòîìó âêëþ÷åíèå (21) âûïîëíÿ-
åòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (20) äîêàçàíî. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ζe : End(G) → End(G′) � èçîìîð�èçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-

ëóãðóïï, òî èç ðàâåíñòâà (20) ñðàçó âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 3. Ïîëóãðóïïû Altend(F , G) è Altend(ζe(F), G′) èçîìîð�-
íû.
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